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INTEGRACIó ESTOCASTICA
1 . Moviment browniá . El problema de la integral estocásticA.
El problema de la integral estocástica consisteix básicapent en donar. sen-
tit a un proces estocástic definit per una integral de la forma. f(s). dWs ,
on
W=(Wt) tE R
és un procés de moviment browniá, res a, dir, un procés amb les-
condiciona :
a) ele incrementa del procés en intervals disjunts eón independents,
b) 1'increment Wtws té llei N(o,a2 .(t-s)),0 >o, per tot ss t .
Intultivament es pot considerar el moviment browniá W com a 1'aproximació
asimptbtica del passeig aleatori duna partícula sobre la. recta real,de forma
que en cada interval de temps la partícula rep un gran nombre de petits im-
pulsos independents . Concretament, considerem per cada n«N el procés
Sn (t)
	
i k ,n +(t 2^)An,
per te [2.., k2T ), on (6 i )ieN_ és una successió
de variables aleatbries independents amb llei




(Universitat Politbcnica de Barcelona)
El procés Sn descriu el moviment d'una partícula que a 1'instant 2te una
col .lisió, i entre dos d'aquests instants es mou amb velocitat constant . Ales-
hores es pot demostrar que per cada teR+, les variables aleatbries Sn (t) con-
vergeixen en llei cap a una variable Wt i que el procés estocástic W=(Wt)teR
és un moviment browniá . En realitat, hi ha convergéncia feble de les lleis
de probabilitat induides per aquests processos en 1'espai métric C([0,11),
(veure 111, [ 121 ) .
L'any 1908, P.Langevin ([21 ) va estudiar el moviment duna partícula
lliure en un fluid. Cada composant Xt de la velocitat de la partícula
satisfá 1'anomenada equació de Langevin,
m d Xt + a Xt = 0 d Wt , a > 0, 0 constante .
El terme a Xt correspon a la fricció dinámica de la partícula amb,
el fluid i depén de la viscositat . El segón terme 0 d Wt representa la
forma causada pels xocs de la partícula amb les molécules del fluid
que va trobant .
Com que aquestes col .lisions són molt nombroses i independents, a-
lterme es pot descriure per un diferencial del browniá, en el sentit de
que la suma dels impulsos en un interval de temps [s,t] será a(Wt-WS)
.
L'equació de Langevin és un cas particular de les equacíons diferen-
cials estocástiques, que en general són de la forma
d Xt a (t,Xt) d t +o (t,Xt d Wt,
i s'introdueixen coro a models per 1'evolució d'un sistema diriamic Xt, afectat
per una perturbació aleatória en forma de "soroll blanc", és a dir, que pot
prendre valors arbitraris i independents en tot instant, i que correspon al
terne Q(t,Xt) d Wt.
Un procés estocástic X= (Xt) tE lz,
diu que és solució d'aquesta
equació diferencial estocástica segons k .Itó ([4],[5]), amb condició inicial




Xt(W) = I(w) + (o a(s, Xs (W) d s +Jo
Q(s, Xs (w)) d Ws (w) , q.s .
La primera integral es pot definir per cada trajectória W, pero aquest
metode no es pot utilitzar en la segona integral que es un cas particular d'in-
tegral estocastica. En efecte, es demostra que existeixen versions del procés
de moviment browniá W amb trajectóries contínues, pero' que amb probabilitat 1
no són derivables en cap punt de R+ . En consequéncia tenen variacib total in-




-Wt . I,Tr{0=to< . . .< tñt}, partició de [0,t]}= -, q.s .
+1 i
Per consernient cal donar sentit a expressions de la forma
/o
XS (w) d WS (w
per a poder fonamentar teoricament 1'estudi de les equacions diferencials es-
tocastiques, i hem de tenir en compte que no es pot prendre una integraldi-
naria en cada trajectória .
pietat de "variació quadrática" del moviment browniá:
Si (Tr )n n





O sigui, podem escriure
aleatóries independents




és una successió decreixent de particions de [O,t]tal que
iT ~I= máx
	
(t(n)- t (n) ), si ~i = {t




(W ( -1 - W c )	)
2
L t .
Formalment podem dir que (dWt ) Z és equivalent en mitja quadrática a dt .
dWt EtJdt on (1t) t E R
és una familia de variables
de llei N(0,1) . Llavors+el "soroll blanc" que des d"un
defineix com la derivada del moviment browniá, seria
que compleixi les propietats,
i tindria per tant varianra infinita en cada instant, quan
dt tendeix a zero . Aixó correspon a l!idea intúitiva de que en tot instant
pot prendre valors arbitraris amb la mateixa probabilitat,i justifica el
fet de que dWt no és un procés sino que s'ha de considerar dins el marc
dt
de la teoria dels funcionals lineals aleatoris o distribucions aleatóries .
2. Integració estocástica duna funció determinista .
La integral estocásticaJ t f(s) dWs en el cas duna funció f de-
0
terminista va ésser utilitzada per primera vegada per N,Wiener (]6]) .
Si ñ representa la mesura de Lebesque en la recta, i Cb(I) és la
tribu dels BoYdians de l'interval I=[O,T], Llavors aquesta integral consis- "
teix en construir una isometria entre espais de Hilbert :
W: LZ	(I.É3(I) ,~) -t-L2 (sé ~&l p)
f
T
f (s) dW;So s
a) W és lineal )
m
b) . W conserva el producte escalar :E(
.J
T
	f(s)dWs .~ - g(s) dw s)=
0 0
= S T f(.) g( .) ds,
0
c) W(f) té llei normal : P,(
.fT f(,s)dw )= N(O,J T	f s 2 ds),
o s o
d) w (1 [ o,t] ) = wt
.
En general, donat qualsevol espai de Hilbert H, exis teix una aplicació
,P :H-L, (dZ,3IP) lineal, que conserva el producte escalar i que és Gaussiana,
és a dir,
	
per tot conjunt finit h1_ .,h^ d'elements de H, les variables
p(%)_ _,P(hnk ) =enes= llei conjunta normal . En particular podem prendre
H=L2 (S, S m) on (S, 5 m) és un espai de mesura qualsevol, i per tant
l'aplicació W és un exemple d'age:estes aplicacions .
Observem que la restricció de W ala indicadora dels borelians
W(8)=W ( ; B ), on B E $(I), defiaeix una mesura vectorial a valora en L2 (A <I, p)
definida en 1'espai mesurable (I,db(i)), que és G-additiva, Gaussiana, inde-
pendent (41(B,) i W(B 2 ) son variables aleatóries independents si B 1 (1 B 2=(ó)
i compleix
E(W(A)W(B)) = X(A1)B), per tot A,BEd3(I) .
t
La integral indefinida ¡ ( S o f(s) dWs)t E R, és un procés amb
incrementa independents i trajectories contínues . Reciprocament, tot procés
estocástic amb aquestes propietats es pot escriure com integral indefinida
respecte a un procés de moviment browniá .
A partir d'aquest resultat es pot plantejar el problema de caracterit-
zar tots els processos amb incrementa independents . En primer lloc, separant
les discontinuitats fixes, podem suposar que el procés ñ és continu én proba
bilitat . Llavors es demostra que les discontintfitats que pot encara presen-
tar el procés (que ja no són fixes, és a dir, el conjunt de trajectories
discontínues en un instant donat té probabilitat mero) només poden ser de
salts . O sigui, que amb probabilitat 1, existeixen els limita laterals en
tot t E R+ . Utilitzant aquesta propietat, podem descomposar el procés en
una part amb trajectories contínues que será de la forma J f(s) dW S méso
una part purament discontínua que correspondrá a una "suma de salts" i que
s'expressa mitjangant una integral estocástica respecte una mesura de Poisson
N :
Xt Sa f (s) dW s + a(t) + (x.N(dx,ds)- X} -
v(dx,ds)) .
RX[0,t]
N és una mesura puntual estocasticá de Poisson definida en la banda
R X(O,t], és a dir, és una mesura vectorial a valors en L Z (-i'~P), a-addi-
tiva, independent,tal que per tot Boreliá G de RX[0,t], N (G) és una varia-
	
.
ale aleatória e Poisson de parametre V,bG)., on V és una mesura positiva .
Si G és un rectangle B x [r ,s], llavors N(Bx[r,s]) representa'sl. nombre
. .
de salts del procés d'amplitud pertanyent a B, que es produeimentre els
t
instants r i s, i V (Ex (r,s]) és el valor mig del nombre d'aquests salts.
En consegüéncia, I x N(dx, ds) será la suma de les amplituds
R )C (0, t)
dels salts del procés x. Aquesta integral, pera, pot no existir perque la,~ ',
mesura Vt (B) = V(Bx[ 0,t]) sobre R, pot donar mesura infinita a un entorn
de 1'origen. Vt s'anomena mesura de Lévy del procés X i compleiic sempre
(, x2 ) Vt (dx) < °° .
A partir d'aquesta condició es pot donar sentit a la integral esto
cástica anterior, afegint un terne de centrament i utilitzant la convergén-
cia en L2 , d'una forma análoga a la integral respecte el browniá .
Aquesta descomposició dels processos ama increments independents és
deguda a P .Lévy, i se'n pot deduir la forma general de les lleis infinite-
ment divisibles .
Una possible generalització consistiria en carácteritzar con a suma
d'integrals estocástiques les mesures vectorials p independents, a,valors en
LZ (S2 ,?'CP), definides en un espai mesurable qualsevol (S,5 ) . Suposant que
és difusa es tractaria de trobar una mesura independent i gaussiana W
en S i una mesura independent de Poisson N en el producte R x S tals que
per tot conjunt Ad ,
u (A) = W (A) + J x N (dx,ds)
R x A
La dificultat d'aquestes generalitzacions prové de no poder disposar
de teoremes relatius a la regularitat de les funcions 0 (A,w), definides
en ~ per cada w F, 51, semblants a les propietats de les trajectóries dels pro-
cessos ama increments independents .
3 . Construcció de la integral estocástica d'un procés .
La construcció de la integral estocástica d'un procés X = (XI)tER
respecte un procés de moviment brownia W, és deguda a X. Zto (194,4), ([3]~_ .
Eo tracta de definir 1'expressió 5 t
	
XS (w) d Z s (W) , on Z, de moment, és
0
un procés qualsevol .
L'element básic pek a definir aquestes integrals consisteix en una
base estocástica (S2, ( ) t Ra ,P), és a dir, una familia creixentt F-
(St ) tE R de subtribus de 1 en un espai de probabilitat (SZ,7~P) , de manera
qué 7°t representa la tribu dels esdeveniments que es poden produir abans
de 1'instant t . En el cas d'integrar respecte al moviment browniá W, pren-
drem per exemple, com 7it la tribu generada per les variables Ws , 0 1 s 1 t .
Els processos} que volem integrar es poden considerar com funciona
reals mesurables definides en el producte (R+X 5~, G(R+ ) ® 'J°-), peró amb la
restricció d'ésser no-anticipatius o adaptats, és a dir,x t és Vt-mesurable
per tot t E R+
Els processos més simples són els de la forma
X(-t,w1= 1 (res]XF (t,W) " r<s, F EVr ,
o sigui, son els indicadora dels conjunta del semianell
dZ= {er,s] x F, r< S, F¿Y} -
La integral estocástica d'un procés x dlaquesta forma, respecte Z té
la seguent definici& natural
( .S o Xt d Zt ) (_w) = í F	(w (Zs (w) -Zr (W).) .
- Es planteja llavors el problema de 1!extensib dgaquesta integral per
linealitat i contirnütat a una classe més ámplia de processos . Es consideren
en principi els processos previsibles, és a dir, els processos mesurables
respecte la tribu previsible l? generada per,£. Es sabut que T coincideix
amb la tribu generada pels processos adaptats i amb trajectóries contí-
nues par 1'esgüerra .
El metode per a estendre 1'integral consisteix en buscar una mesura m
sobre la tribu t? tal que per tot procés Y elemental (és a dir, combinació
lincel d'indicadors de con;unts de fy, sat .sfá
Xd Z ~P í +x, p d m , per algun pE N .
. 1 - u R+; x S2





En el cas del browniá, si prenem p=2 i m-- , x ^r, tindrem
E ( Xd W)' = f ( x (t,W) )' d t d P,
o R} x 2
i llavors la integral ~- Xd W seca una isometría entre els espais.G
L2 (Ry X 2, q, 1, X P) i L2 M, V_, )
Descriurem seguidament les propicetats básiques d'aquesta integral .
1 . Tot procés adaptat de L2 (R, x S2, &I(R+ ) 8' <yt, x x P) és mesurable
respecte la completació q de la tribu previsible per la mesura
x P, i per tant és integrable car pertany a L2 (R+ x 2, 7, X x P) .
2 . La integral indefinida, Yt = lo X s d WS
	é un procés estocástic
de L2 que admet una versió amb trajectories contínues, i té la propie-
tat de martingala respecte la familia de tribus ( t) tE R,
per tot tE R+ -
E [ Y. 19,1 ] = Y , per tot s1 t .L S S
Reciprocament, en la hipótesi de que la familia de tribus está gene-
rada pel browniá, tota martingala M=(Mt)t¿ R- es
de la forma
Mt = E (MO ) + S o Xs d WS
on X(t,w) és un procés tal queX.1[O,t] x 526L2 (R, x 931 ñx
P), per 0.
tot tER,_. En particular tota martingala es continua.
3 . La integral estocástica es pot estendre a processosX, mesurables,
adaptats i tals que J t ~ (W) ds <W, q.s ., per tot tER+ , utilitzant0
la convergencia en probabilitat . .
4 . Les regles del cálcul diferencial ordinari no són valides per la
integral estocástica, com es dedueix, per exemple, de la "fórmula
de diferenciació d'Itó" :
Si f(x,t) : R x R+ -R és tal que les derivades parcials
,s 2 f ,sf
són contínues, és compleix,
dx2 6t
2
f(w ,t) =f(W ,o)+
sf (W,s) d w + ( + sf ) (w ,S) ds, q .s .,t c 1 o ó s s 0 2 Sx dt s
2
Observem que el terme 2 ¿XT prove de 1'aproximació de Taylor
isometria
de la funció f fins a 1'ordre 2, i de la propietat de variació quadrá-
tica del moviment browniá, que ens diu que (d Ws)
2 equival a ds .
si la funció f és solució de 1"equació del calor, o sigui,
z
2 z 5t .
=0, llavors el procés f(Wt ,t) és martingala . En concret
són interessants les martingales obtingudes quan f és una exponencial,
wW -Ja2 t
que són de la forma Zte t
	
z , aE R . El procés Zt s'anomena
martingala exponencial i compleix Zt = 1+ -S Zs d Ws , és a dir, és
solució de 1'equació diferencial estocástica dZt aZ t d Wt amib la
condició inicial Ztt . Podriem dir que les martingales exponencials
juguen el paper de les exponencials ordináries en el cálcul diferencial
estocastic .
4. Integració respecte martingales .
Per demostrar la propietat d'isometria de la integral respecte al movi-
ment brownia n'hi ha prou amb les propietats
E [ WtW
s
I y ] =0 , per tot s l t
E [
Wt-Ws
I 11 ] =0 , per tot s Lt,
és a dir nQmés cal que els processos (Wt t E R 1 (Wt-t) t E R siquin
martingales respecte la familia (7t)t_ E R+
.
Aleshores per tota martingala 14=(Mt) tE rl*
L2 (és a dir, tal que
t
E (M2 )<~ per tot t) i per tot procés X elemental, es compleix també una
t
m x d M) 2= (X(t,W)) 2 d m,E
jo R+ xS)
on m és una mesura que pels conjunts del semicnell w val
L'existéncia dIuna extensió Q-additiva de la mesura ir. a la tribu? és deguda
a C.Doleans ([8] ) i utilitza el fet de que podem prendre sempre una versió
de la martingala M amb trajectóries contínues per la dreta .
Es pot introduir també la mesura m a partir de la descomposició de
Doob-Meyer de la submartingala M2 en suma duna
	
_martingalaN i d'un procés
A amb trajectóries creixents i cont'nues per la dreta . En aquest cas
la mesura m és precisament la restricció a la tribu l? de la mesura sobre
la L.ibu producte (5(R+) 0 ~ generada pel procés creixent A, n sigui,
m ((s,t) x G) = E( 1 G	 At - As )), s` t, G C ye
.
LLavors en aquest cas es pot definir la integral estocástica dels
processos de 1'espai L2 (R+ x 2,(?, m) . La integral indefinida Yt
fo xs dM S I~.
és una martingala de L2 , continua per la dreta,'i tal que Y L2 YEL2(Si,T,P) .
I
t t-~
El conjunt mW de les m atingales amb aquestes propietats és un espai de
Hilbert amb el producte escalar < M,N>= E(M- N.), i la integral estoéasti-
ca dóna lloc a una isometria :




o xS d MS ) tE R+
Una exposició detallada d'aquesta teoria es troba en els treballs ori-
ginals de P .A . Meyer i C . Dade ([9]) de M.Kunita - S . watanabe ([11])i tam-
bé en articles més recents ([13]),([14]) . Citarem tot .sgguit alguns dels
seus aspectes básica, que estudien 1'extensió a la integral respecte mar-
tingales dels resultats que es coneixen en el cas del browniá.
1 . Determinar condiciona per tal que un procés de L2 (R+ x 0,
sigui integrable, és a dir, sigui mesurable respecte la tribu completada
En concret, es sap que si la mesura m és absolutament continua respecte XÑP,
llavors tots els processos adaptats són integrables . Una extensió d'aquest
resultat quan el procés creixent associat a m és continu es troba en ([16]) .
2 . Es defineix un temps d'atur o instant aleatori com una aplicació
T : 52 -r R+ que compleix {w I . T (w) -< t} éYt , per tot t ER+ . Aleshores es dju
que un procés M= (Mt) t _R és
una martingala local de L2 si existeix una,
E +
successió creixent (Tn) n E N
de temps d'atur tal que
a) lim T
	
(w) = m per tot w E S2 .
n
b) Per cada n E N, la localització
del procés M pel temps d'atur




	(w)h t ) t E R+, és una martingala de LZ .
La integració estocástica s'estén a les
martingales locals utilitzant
la convergéncia en probabilitat . L'interés
del concepte de martingala
local prové de que si M és una martingala
continua, llavors (9(Mt)) t E R
és una martingala local de LZ per qualsevol funció continua ~P .
3 . La fórmula de diferenciació d'It8 es generalitza al cas duna
martingala local de LZ Continua M amb procés creixent associat A, i
d'un procés V amb trajectóries contínues de variació total afitada
en tot integral finit :
!
f(Mt,vt)= f(Mo ,Vo) +
t
J'o ax
(MS ,VS)dMs + S o (1 1 (Ms ,Vs)dAs +
+ óf (M ,V ) dV ) .as s s s
Una versió d'aquesta fórmula en el cas discontínu es pot trobar en
els treballs ([91,[111 ) .
4 . Tota martingala Y de nn2~ admet una única descomposició ortogo-
nal Y= f)(dM+N, on X és un procés integrable respecte M .,o sigui,
X E .LZ	(R+x S2, V,m) i N és una martingala den tal que el producte
N .f X d M és martingala . Observem que en el cas del órowniá, N
és constant .
5 . Integració estocástica i mesures vectorials .-
La integral estocástica dels indicadors dels conjunts del semi-
anell gi, fo-
1 (r,s jXF
dM= 1 F (MS-Mr) ,
es pot considerar com una mesura u a valors en L2 (2,Y-,P) que s'est
1
additivament a Jb' anell J. generat per 6L .
Llavors a partir de la relació
11 p«r,51.F)II2 =E(1F(Ms-Mr)Z)=m((r,SJ xF),
es demostra que p es pot estendre a una mesura vectorialTadditiva
sobre la tribu ,}, i que la integral d 'un procés X de LZ (R+xsl,Q,m)
respecte U en el sentit de la teoria de la integració de Bartle
v
([171) coincideix amb la integral estocastica del procés X respecte
la martingala M : ,






Aquest resultat es degut originalment á M.Pellaumail ([!181) i
ha sigut desenvolupat en treballs posteriors ([191,[201), on s'estu-
dien les integrals respecte "mesures estocástiques vectorials" a . .
valors en Lp (52,11~,P) definides com funcions additives h :R-T,p(S1, ,P)
tals que
u((r,sIX F)= 1 F . 11(r,s1 x S2), si s't i F e Y .s
Encara que 1'utilització explícita de mesures vectorials no és
necessária per a construir les integrals estocástiques, la teoria
de 1'integració vectorial permet clarif $ar els conceptes i donar
demostracions directes de propietats com 1'existéncia i unicitat
de les integrals estocastiques.
6 . Integració de processos a valors vectorials .-
Considerem un fenomen que a cada instant está descrit per una
funció Xt (x) definida en un obert A de Rn. suposem que 1'evolució
del fenomen segueix una equació diferencial amb derivades parcials .
~ xrtx )= A (xt ()o) + o(xt(x)) ótt
,
at
on A és un operador diferencial i Wt (x)) és una perturbació alea-
tória del tipus "soroll blanc" distribuida en 1'espai i en el temps .
Una manera de donar sentit a aquestes equacions consisteix en
considerar X com un procés estocastic (Xt)t ER, ._a
valors en un
espai de funcions, per exemple L2 (A) . Aixó implica la necessitat
d'introduir processos de moviment browniá a valors en espais de
Hilbert i de " construir una tédria " de la'integral estocástica de
processos a valors en áquésts`éspais .' .	' '
si fixem dos espais .dé Hilbert H 'í G i consideram 1'espai
L(H,G ) $e=ies''=ap2~.caciotts linéal§ continües de H en G, la integral
d'un procés X a valors en L(H,G) respecte una , mártingala M a valors
en H va ésser introduida per H.Kunita ([10] ) .
En el cas d'espai§ de-dimensió-'finita ;es_podria,definir simplement
en coordenadas per Y .'-E XdM~ . . . : . . .
	
,
En el cas que el procés X`i'la martingala M prenguin valors en
espais de Hilbert H1 ',H2 ,
es-poden construir integrals estocástiques
SX d M a valors en un producte tensorial H1 ® H2 definit de forma
convenient .
Aquestes teories han servit de base per 1'estudi de les equacions
diferencials amb derivades parcials estocástigques, i han estat de-
senvolupades, en . ([ 10],[' 14_] ;[ 1 :5.], . ) . ., . , . . . ,. _ '
7 . Integració .estocastica-de processos amb dos parametres.-
Una manera diferent de formalitzar l'equació_d'evolució consi-
derada en 1'apartat anterior consisteix en considerar X(t,x) com
una funció aleatoria que depen de més d'un parametre. Aixó ha por-
tat a desenvolupar 1'estudi délsóióll'ülsñc i de les integrals
estocástiques en el cas de funcions aleatories amb més d'un parame-
tre . _
Un cas_párticular d'~aquesta teoría és el de les integrals esto-
cástiques en el pla, o sigui quan el conjunt de parametres és el
quadrant positiu R+ , que s'ha desenvolupat recentment en els
treballs de E. Wong i M. Zakai ([21_]) i,R.Cairoli i J .B .Walsh ([22]) .
La situacib inicial consisteix en prendre la mesura Gaussiana
independent-W en . el -quadrant, R+ -, : de ; manera que. per tot borelia B,
la variable . W(B) té llei ;normal- amb;mitja zero .i varianga la mesura
de Lebesgue de B ,. . LLavors,es.defineix - la. funció aleatoria browniana
amb dos parametres W=(Wz)z
6
R2 per WzW(Rz), on Rz es 1'interval
[o,z]. s'introdueix la familia creixent de tribus (Y ) z E
rada per W, o sigui, 'j
	
és la tribu engendrada per les variables
z
X~,C< z , on la relació d'ordre que es considera és 1'ordre parcial
natural de R+ . Amb aquests elements es pot definir immediatament la
integral estocástica R X~ dw~ dels processos adaptats de 1'espai
L2 (R+ x St ,~(R+) '11 , X X P) on X és la mesura de Lebesgue en R+ .
Indicarem finalment els diferents problemes que s'han tractat
en el marc' d'aquesta teoria :
1 . Definició d'integrals de linia sobre corbes suficientment
regulars de R+ i estudi dels processos holomorfs que s'introdueixen
per la condició de donar integral zero sobre tota corba tancada .
Aquests processos tenen una estructura que en cetts aspectes recor-
da la de les funcions holomorfes de variable complexa. Pez exemple,
tenen derivada holomorfa i es poden desenvolupar en serie.
2 . Elaboració d'un calcul diferencial estocástic, que ha necessi-
tat la introducció d'integrals estocástiques dobles en el sentit
de les integrals múltiples d'Itó ([23]), com es pot comprovar amb
un exemple senzill :
W2=2 J W
dW + Ji dW dW , + x .y, per tot z=(x,y) E R+ .z R R xR
a z z
Contribucions a aquest tema es troben en ([24 1[25 1) "
R2
3 . Estudi de les martingales amb dos parametres, o sigui de pro-
cessos M=(Mz)z E R2 tals que E(MziJ-z,) =
Mz , per tot z' < z.
si la familia de tribus esta generada pel browniá, E .Wong i M.Zakai
([21]) van demostrar que tota martingala de L2 es pot escriure com





+ J j y(11,) dWs dWg, , per
tot z ER 2 .
z R R xR
z z z
En aquest cas les integrals indefinides respecte el browniá,
gene-
( S xS dW,)z e R~
	
són un tipus especial de martingales que
R +
z
s'anomenen martingales fortes .
En el cas duna familia creixent de tribus qualsevol s'ha
profunditzat en algunes questions com 1'existencia de versions
-cont£nues per la dreta o la integraci6 estoéastica respecte M ([22]),
pero aquesta teoria es troba encara en un estudi inicial .
Una de les principals dificultats és la de tenir que utilitzar el
concepte de regió aleatória en el pla com-extensió dels temps d'atur
ordinaris.
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